
E
!-l
Erdi--

WIetu iwdldmdnt

trye pentru b ac al aur e at.

Eegistrate,
; prryietate intelectuali.

Mihai Monea
Stelula Monea

loan $erdean
Adrian Zanoschi

Bacalaureat 202A

M st-nat
-,

M_tehnologic

Teme recapitulative

Matematice

40 de teste, dupd modelul M.E.N.
(10 teste fdrd solufii)

Editura Paralela 4b



Enunfuri Solulii
TEME RECAPITULATIVE
Clasa a IX-a

i. Mullirni qi elemente de logicd matematicd ."..... 5 ..".....2I4
2. $iruri. Progresii.... ..... 10.........215
3. Funclii .... 15.........2t6
4. Funclia de gradul I ...............". ......21 "........21i
5. Funclia gi ecualia de gradul al II-Iea...... .........25.........21i
6. Vectori in plan
7. Elemente de trigonometrie qi aplicalii in geornetrie 35.........21g

Clasa a X-a
1 . Numere rea1e........... ..41.........221
2, Func{ii qi ecualii ........44.........222
3. Probleme de numdrare qi combinatoricd............. 52.........22-1
4. Matematici aplicate. Probabilitbli.................. .55.........223
5. Geometrie analitic6.. .6A......"..224
6. Numere complexe* ...65.........225

Clasa a XI-a
1. Matrice ...69.........226
2. Determinan!i............ . j6.........22j
3. Aplicalii ale determinanlilor in geometrie ...... g1 ....."...221
4. Inversa unei matrice. Ecualii matriceale.. .......g4.........22g
5. Sisteme de ecualii liniare 99.........229
6. Probleme de sintezd - algebrd.... .. 95 .........230'l.I-imite de funclii. Asimptote ;.................. ........99.".......23-1
8. Func{ii continue ...... 104.........233
9. Derivata unei func{ii 109....."...234
10. Rolul derivatelor de ordinul I qi de ordinul al ll-lea in studiul
funcJii1or.... 116.........23,i
1 1. Probleme de sintezd - analizb, rnatematicd .. i: ;A........"236



Clasa a XII-a
1. Legi de compo2i1ie................ ..... 123.........238
2. Structuri algebrice. Morfisme .... 128.........238
3. Polinoame................. 133.........239
4. Probleme de sintezd - algebrd.... 140.........239
5. Primitive................. . 143.........241
6. Integrala definit[...... 149.........242
7. Aplicafii ale integralei definite..... 153.........243
8. Probleme de sintez[ - analizd matematicd .... 158.........244

TESTE PENTRU BACALAUREAT, DUPA MODELUL M.B.N.

1. MoDELE DE TESTE REZoLvATE
PENTRU EXAMENUL DE BACALAUREAT T63.........246
2. MODELE DE TESTE PRoPUSE

PENTRU EXAMENUL DE BACALAUREAT ............201

Bibliograjie .................269

Enunluri Solulii

5........2r4
10.........215
t5.........2t6
2r.........217
25.........217
30.........218

41.........221
LA )))
52.........223
55.........223
60.........224
65.........225

76.........227
81.........227

95.........230
99.........233 ,

t04.........233
r09.........234

t16.........235
il-lea in studiul

r20.........236



- :-a.a rumantA in devenirea

--:;. lregitirea gtiinlificd gi

-::.: D:Lrt'esional sau academic
'-;:,. s: indeosebi la disciplina

;:-::-: parcurgerea conlinutu-

:-:r-':r-ric'i. de lip M;t-nal Si

:--::. c'; o sffategie complet6,
: :: :f,afnen.
:: J: ,l:ganizare a probei de

---: s::rrle aie naturii 9i cei ai
:'::,:* :,a-sele a XI-a - a XII-a,
-' - " \-a, De aceea, am evi-
i, -- s::::ie ale naturii. Astfel,

.-, --;::: r-Ompon9nt€l Una de

- :t:r:,:-e s"lnl rezervate antre-
t.i :r:::. urmdnnd acoperirea

::.i:..- Je bhe reprezentat[ in
::-:-::::e ciasice, pentru o ma.i
- : ':Ji: ,rn capitol pe care vrea

: - '_'-ic':.11 
cdrora s6-qi atingb

:: :isyrn,quri. Problemele din
:-: s: de solulii detaliate acolo
: :,- :: rispunsuri.
--::--i specrtica examenului de

.: -:-,: :sie tbrmatd dintr-un set

r;:,-- i: :"calaureat din ultimii
-:-.,: :-::: lenmr autotestare gi

,: - r:-: ::::nite elevilor sd se

: - -: ::,s:rument util profe-

- -: - :=:rtol sau la sfdrqitul

Teme reGapitu lative

Clasa a lX-a
'1. Multimi si elernente de logicd matematicd

1.1. Notiuniteoretice

1.1.1. Elemente de logicd matematicd
Defini{ie: Se numeqte propozi{ie un enun! despre care qtim care este valoarea sa de
adevdr.

Defini{ie: Se numegte predicat un enunl care depinde de una sau mai multe variabile
qi care se transformb in propozilie prin valori date variabilelor.

5

Variabile Operafie Notatie Citire Valoare de adevdr
p Nega{ia -p non p Opusb propozilieip.

P,Q Conjuncfia p^q pflq Este adevdratd c6nd propozitriile p
qi q sunt adevdrate.

P,Q Disjunclia pvq psa]Jq Este adevdratd, cdnd cel pulin una
dintre propozitii este adevdratd.

P,q Implica{ia p-)q p implicd, q Este falsb cdnd p este adevdratd gi
q f'alsd.

P'Q Echivalenla peq p echivalent

ctq
Este adevdratd, cdnd ambele au
aceeagi valoare de adevdr.

Variabile Oneratie Notatie Citire Observatii

p(x) Propozilia
universalS

Yx, p(x) Pentru orice x
are loc p(x).

Demonstrarea valorii de adev6r
se face prin calcule cu caracter
general qi nu prin exemplu. Un
exemplu poate fi suficient
pentru a demonstra cd aceastd
propozilie este falsd.

Autorii



EnunturioClasaalX-a

p(x)
Propozilia
existenJiald

1x, p(x)
Exist6 x astfel
incdt are loc
p(x).

Demonstrarea valorii de adevbr
se realizeazd prin determinarea
unui exemplu. Acesta poate fi
chiar ghicit, dar trebuie verificat
cb este convenabil.

1.1.2. Tipuri speciale de ralionament
Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implicalie de tipul p ) Q, putem
presupune concluzia p ca fiind falsd gi apoi impreund cu ipoteza construim un
rationament care conduce la contradiclie.
Metoda inducfiei matematice: Se aplic[ pentru propozilii universale de forma
Yn2 no, p@). Se verificd valoarea de adevbr a propoziliei oblinute in cazul n = no, se

presupnne ca fiind adevdratd propozilia oblinuti in cazul n = k $i se demonstreazi
valoarea de adevdr a propoziliei oblinute pentru n = k +1.

1.1.3. Multimi si cardinale

Relatie sau oneratie Notatie Delinitie
Incluziunea AcB Ac B c+ (V;re A= xe B)

Esalitatea A=B A=BeAcB si Bc.A
Intersecfia AaB AaB ={xl;re Anxe B}

Reuniunea AwB Av B ={x lre Av xe B}

Diferenla A\B A\B={xlxe Axxe B}

Produsul cartezian AxB AxB ={(o, b)lae A nbe B}

Teoremi: Orice mullime A cun elemente, unde ne N, admite 2'submulfimi.
Definifie: Pentru o mulJime finita A numim cardinalul s[u qi notdm Card(A)

numdrul sdu de elemente.
Proprietifi: Sunt adevbrate urmitoarele propriet6{i:
Pl. Card (,4) : 0 dacb qi numai dacdA: O;
P2.DacdA c,B, atunci Card (B - A): Card (B) - Card (A);
P3. Card (Av B) = Card (,4) + Card (B) - Card (,4 a B);
P4. Card (AxB) =Card (A)'Card(B).

1.1.4. Mullimea numerelor realeIR
Defini{ie: Numim modulul unui num[r real x gi notdm lxl distanla de la originea
axelor lapozijia nurndrului pe axd.
Proprietlfile modulului:
rt. lxl>0, V xelR; P2.lxl=0<+r=0; rl. l:cl=lylo x=!y,

6



onstrarea valorii de adevdr
:zllzeazd prin determinarea
exemplu. Acesta poate fi

- Ehrcit. dar trebuie verificat
ii3 Jrrnvenabil.

,.:: C: ripul p -+ q, putem

1 ; - ip'oteza construim un

'.:,:-: ur.\'ersale de forma
: : :::*'ile in cazul n = no ) se

-- ,1 - -; si se demonstreazd

:::e l'submullimi.
lul :'ari ;i notdm Card (A)

: -,.- distanp de la originea

- - -L,,.v,\-Ly)

fC. lxl 1c, c)0 <+ re (-c;

P6. lxl-{x, dacar>o 
siI 

[-x,dacdx<0
E(x), xe IR.;

P7. lx 
.yl=l*l.lyl , V x,ye IR; ps. 

l.r,l =l"l ,V xe rR, y ne Z;

tt fl=$, o xe rR,.ye tR.; p10. 
ll,,l-lyil= l,xyl<l"l+lrl, vx,.ye rR.tyl lyl

Definifie: Numim parte intreagr a numbrului real x gi notdm [x] cel mai mare numdr
intreg, mai mic sau egal cu x.
Proprietifile pir{ii intregi: Pentru orice xe IR, au loc proprietdlile:

c); fS. lxl )c, c)0<+xe

llr*tl=[tr'1. daca E(r) > 0

' ' 'r 
L-g("), daca E(x) < 0'

1. Multimi si elemente de ici matematicE

-c) u (c; *);

pentru

(--;

once expresle

Pl. [x]-,r€r xeZ; P2. lxl= k e Z <+ re lk, k +1):
P3. lm*xl=ry+fxl,V meZ; p4. x-1<[x](x<[:r]+1.
Defini{ie: Numim parte fracfionari a numdrului real x gi notam {x} diferenla dintre
numlr qi partea sa intreagd.
Proprietifile pir,tii fracfionare: pentru orice xe rR, au loc proprietilile:
rt. {x}=0<e xeZ; rz. {x}e [O,t); p3. {m+x}=t"},V meZ.

1.2. Probleme de iniliere
11. Determinafi numdrul de submullimi ale mulJimii A : {o, b, c, t}}.
12. Determinali numdrul de submullimi nevide ale rnullimii A: {o, b, c, d, e}.
13. Reuniunea a doud mullimi cu cdte 20 de elemente fiecare are 30 de elemente.

Determina{i numdrul de elemente comune ale celor doud mul{imi.

14. Stabilitri valoarea de adevar a propozilie i: p :(Ji + t)' + (.,6 - r)' . x.
15. Fiepropozifiilep:2+2:5 gi q: l +z+ 3 +... + 100:5050. precizalivaloa-

rea de adevir apropoziliei p, q.

,6. Determina{i numerele reale a, b dacd,avem egalitatea de intervale:
Ia -- b; a + bl: Ll;71.

17" b'ie A: {1,2,3,4, 5}. Determinali numdrul de elemente ale mullimii:
B: {x e IR lx:(n-t).(n-2)(n*3)+4,ne Al.

18. Determinali intersec{ia mullimilor A=(1,5) 9i B = [:, t t].
19. ArdtaJi cdnumdrul a: 2. [0,(3) + 0,1(6)] este natural.

110. Rezolva{i in lR ecuaiia lx - 2l: 5.

7
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1.3. Probleme de consolidare
Cl. Fie mullimea A : {a, b, c, d}. Determina{i numdrul de submullimi ale lui ,4

care il conlin pe d.

C2. O mullime admite 31 de submullimi nevide. Determinali numSrul de elemente

ale acestei mullimi.

C3. Doud mullimi cu cdte 2008 elemente fiecare au 1000 de elemente comune.

DeterminaJi num6ru1de elemente ale reuniunii 1or.

C4. Fie mullimea A : {I,2,3, 4\. Determinafi numdrul de submullimi care conlin

simultan pe 1 qi pe 3.

C5. Consider[m propoziliile p'.2t > 5' qi q , Ji ,2.Precizalivaloarea de adevbr

c6.

c7.

c8.

c9.

cl0.

cl1.

c12.

cl3.

cl4.

apropoziliei pnq.

Determinali elementele mullimii { r. Ul- U-. Z\ .' t l2x+t )

Determinati toate valorile reale ale numSrului x dacd 2 e (4x - 2; )x + 6).

Elevii unei clase sunt angrenali fiecare intr-o activitate sportivd, 12la volei, iar

25 Ia fotbaL $tiind cd 7 dintre ei practicS ambele sporturi, determinali num[rul
de elevi ai clasei.

Determina{i cel mai mare nurndr natural al mullimii A\ts, dacd l : [5, 6] gi

B: [5, 10].

Determinali cdte elemente intregi conline mul{imea Aw B, vnde A: (-2, 3) qi

B: (0, 5).

Ordonali crescdtor numerele a : 2,010, b : 2,0(10) qi c : 2,(0 1 0).

Determinali cardinalul mullimi i,a : { *. 
"l 

}=. u)' t l"-3 )

Fienumdrulralional f, 
: f , a1a2...a,... . Calcula!iP: ar.a2. ....at0.

Fie numirul raJional 9 :2, o1e2...en... . De cdte ori apare cifra3 printre

cifrele ar, a2, ..., azoo+?

Cl5. Se consideri numdrul ra{ional fr 
: o, aya2...an... . Calculaii:

S: a1 + az I ... I azoos.

Cl6. leterminalicardinalulmuilirnii(,4\B) oZ,undeA:(-3,4),iarB:(1,51.

I



irul de submullimi ale lui A

nninali num[rul de elemente

I [l{-}{] de elemente comune.

:, ,1e submu\imi care contin

kecrzali valoarea de adevdr

= r-1.r - l: 2r + 6).

::i:i spLrni\-6. 12 la volei, iar

i):::Jrl. determinali numdrul

::'- 1 B. dacdA: [5, 6] qi

:: -l - B. unde A: (1,3) qi

, si i :2.(010).

=- ,.

:l- P: Qt ' Qz ' ... ' an.

;::e on apare cifra 3 printre

. Calculali:

-i : (-3, 4), rar B : (1, 5].

1. Mullimi gi elemente de logicd matematic6

C17. Fie numerele o-- Jgg - Ji - ",4' ti b: Jt62 + fi + Jn. Calculali
media geometricd a nurnerelor a qi b.

C'18. Rezolvali in JR ecualia l1*zxl: p + al.

Cl9" oemonstraJi cd numarul 
l, -161.lr-r6i este numdr natural.

C20. RezolvaJi in Z ecua\ia l:x - Zl = t 1.

C21..calcula!i 
[T].{+}, unde [x] qi {'} reprezintd parteainrreagd, respectiv

partea fracJionarb a numdrului real x.

C22. . Determinali parteaintreagb a nurndrului o = Jn .

C23.. Determinali partea fraclionard a numirului b = JX +.,1% .

c2{.se considerbnumbrul A: Jdt4f +!t{t-lf . Demonstrali cdl e N.

c25.. Ardta{i ad A : -=-L--. --+ +... + -----1--- este numdr narural.
vr + Vz ./2 + J3 Jgq + Jro0

c26""Demonstra{i egalitatea [.6. J2s7=[Ja*J9], unde [x] reprezinta partea

intreagd a numirului real x.

C27. "I)emonstra{i prin induc{ie matemat icd cb, oricare ar fr n € N*, are loc egalita-

tea: l+ 2+ 3 +...+ n ='O:l)
2

C28.. DemonstraJi prin induc{ie matematicE cd, oricare ar ft n e

egalitatea: -1-**1-*- 1.3 3.s (2n-t)(zn+t) 2n+r'
C2g. .Demonstrati cd numirul 16 + J7 este ira{ional.

c30.. Ardtaii c5, pentru orice numbr natural n diferit de zero, frac\ia

N*, ate loc

2n-I
-- este
2n+l

g

ireductibil6.
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1.4. Teste de verificare

-"_"

2.

3.

Testul 1

1. Determinalielernentelemugimii AnB dacd A=(2003,2015) $i B=(2a14, 2016).

2. Calculali suma l-:l+ l-sl.z .

3. StaUitlli valoarea de adevdr apropozifier p:Ja *JN =J64 .

4. Cdte submullimi ale mullimii A={2, 3, 4, 5,6} conlin doar numere impare?

5. Ordonali crescdtornumerele o =.,[4 * 4, b = J9 -g qi c= JG-16.
6. Dernonstrali cd numdrut .q = (2* "'fr)' + (Z - 16)' este narural.

Testul 2*

1. Deterrninafi cel mai mic nurndr intreg al mullimii A n B ou"5 tr=(2a1e 2016) gi

B=(2013,2020).

Determinali partea intreagd a numdrului 
" =",6'+ fi - Jn.

Se consider6 predicatul p(x)t+, unde xe N*. Demonstra\i cd propozilia

3 xe N*, p(x)e N este fals[.

4. Comparali numerele a=5Ji si b=3J1.

5. Num[ru] raJional 1O=tnp*r-*-.. Calculali suma a1 + a2 + a3 + ...+ a2ot4.

6. Demonstrali prin induclie matematicd cd egalitatea l+2+2'+...+2" =2'*t -l
este adevdratd pentru orice n e N.

2. Siruri. Progresii

2.1. Noliuniteoretice

2.1.1. $iruri
Terminologie:
o Vom nota cu (r, ),.*- mullimea termenilor qirului;

o x,reprezintd, al n-lea termen al qirului.

Forme de prezentare:
o Prin enumerarea termenilor, de exemplu girul 1, Z, Z, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, ...;

10



2. $iruri. Progresii

s] B =(2014, 2016) .

-^l

:'- ::,r lumere impare?

- ='. ,f - lO.

^ :- :'c,i -1={2010,2016) li

:=

l=::::.:ali ca propozilia

L^
lu l+

-_ ,1n _.1n.1 t
-...TL -L -l

o Prin formula termenului general, de exemplu qirul r, - 2fr il 
,z€ N-;

3n+ 4

c Prin formuli de recuren!6, de exemplu qi*t {a 
= 2 

-
Lxn*r = 3x, -2

2.1.2. Pr ogr esi i aritmeti ce
Definifie: Se numegte progresie aritmetici un
fiecare termen incepind cu al doilea se obline
cantitate constantd numitd ratie-

gir de numere cu proprietatea cd
din precedentul adundnd aceeaqi

Proprieti{i: Fie (a, )^*- o progresie aritmeticd cu ralia r. Atunci:

Pl. ann = a, ! r, pentru orice n e N- ;

P2. an = a, + (n -l), , pentru orice n e N- ;

P3. a, - Q'-t ! an+r, 
pentru oricene N-, r ) 2 ;,'2

P4.Dacd S, = at + a2 + ...* e,, atunci S, -(a'+:t')n .

2

2.1.3. Progresii geometrice
Definifie: Se numeqte progresie geometrici un gir de numere nemrle cu proprietatea
ci fiecare termen incep0nd cu al doilea se obline din precedentul prin inmullirea cu
aceeaqi cantitate constantd numitd ralie.
Proprietd{i: Fie (b, ),.*. o progresie geometrica cu ra{ia 4. Atunci:

P1,. bn*t=b,q, pentruoricen e N*;
P2. b, = brQn-l , Pentru orice n e N- ;

W. q=bn-rbn*r,pentruoricezle N-, n )2;

Pl.Dacd, Sn=br+b2+...+b, qi q+I, atanci S, = 
U,n-lt 

." q-l

2.2. Probleme de iniliere

11. Fie (-x,)*^. * qir de numere oarecare astfel incdt ,,=#, pentru orice

n e N*. Calculafixle.
42. Determinali primul termen al progresiei aritmetice at, a2, 13, 17,21, ... .

13. intr-o progresie aritmeticd cu ralia3, avem at=2. Calclla\i a,
14. intr-o progresie aritmeticS cu ralia S,avem aB = 70 . Calcula\i ar.

15. intr-o progresie aritmeticd cu ralia 4, avem aa = -13. Calculafi c,n .

11
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f 6. intr-o progresie aritmetic d cu a, = 7 , avem at = 25. Determina{i rafia progresiei.

17 . lntr-o progresie geometricd cu ra\ia _1, averm b, = 5 . Calculatr i broro .

18. intr-o progresie geometricd cu ra\ia2, avem b, = 56. Calcula\i b, .

19. intr-o progresie geometricd cu ra\ia !, avem b. = 64 . Calcrrla\i b, .
2

11 0. intr-o progresie aritmetic5, avem a, : 2 qi aro = 98. Calcula{i suma:

ar*ar+%+...*azo.

2.3. Prohleme de consolldare

Cl. Fie (x,),.* un gir astfel incdt .r, =3'1. pentru orice rie N". Calcula{i suma

xr +xj +x5-1 x7"

C2. Fie (x, ),.*- ,n gir astfel incdt x, = 4n -3, pentru orice zi e N* . Determinali al

cdtelea termen al girului este numdrul37.

C3. intr-o progresie aritmeti cb (an),2, syenr a5: 24 Si ae:76. Calculali a7.

C4. intr-o progresie aritmeti cb (an)n21, ?yarfl a2 : 7 qi arc: 1 5. Calculali a2s0s.

C5. Fie (a,),21o progresie aritmeticd de ra{ie 2,in care az * a+: 8. Determina\i ay

C6. Stabilili dacd numbml2007 apaitine progresiei aritmetice 2,7 , 12, 17 , ... .

C7. Determina{i primul terrnen al unei progresii geometrice bt,b2, 18, 54, 162, ... .

C8. intr-o progresie geometr icd (a,,),21, cu raJia negativS, zyart a2 : 3 li aq : 147 .

DeterminaJi a3.

C9. Determinafi numirul real.r, gtiind cd numerele 2, x qi x -t- 4 sunt in progresie

aritmeticS.

Cl0. intr-o progresie geometlicd (a,)n t, vyarfl a2: 5 gi a5 : 40. Determ inali a1.

Cl1. intr-o progresie geometricd cu termeni pozitivi, suma primilor doi termeni este

4, iar a urmdtorilor doi termeni este 36. Determina{i primul termen al
progresiei.

C'12. Demonstrali c6, oricare ar fr x e IR., numerele :c - I, 2x + 3 qi 3x t / 3un1

termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

C13. netermina{i numdrul real pozitiv x, gtiind cd x, 6 $i r - 5 sunt in progresie

geometric5.
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