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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Muitimi si elemente de logicd matematici

1.1. Notiuni teoretice

1.1.1. Elemente de logicd matematici
Definitie: Se numeste propozitie un enunt despre care stim care este valoarea sa de

adevir.
Variabile | Operatie | Notatie Citire Valoare de adeviir
p Negatia —p non p Opusa propozitiei p.
: . ; Este adevératd cand propozitiile p
) N 1 :
i s Ty il $1 g sunt adevarate.
o : Este adevaratd ciand cel putin una
9 3 \4 sa § o e
1+ 1 [Pigueha sy (R G )} 2 e 1 dintre propozitii este adevarata.
7.9 |Implicatia |2—>q | p implicd g Este t:alsa cand p este adeviratid si
q falsa.
echivalent jrati ca
7.4 - |Eehivalenta | P <> 4 p 1valent | Este z%devarata cand flmbele au
cugq aceeasi valoare de adevir.

Definitie: Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe variabile
si care se transforma in propozitie prin valori date variabilelor.

Variabile | Operatie | Notatie Citire Observatii
~ |Demonstrarea valorii de adevir
se face prin calcule cu caracter
(%) Pr(?pozi‘;i.'il Vx, p(x) Pentru orice x | general si nu prin exemplu. Un
universala are loc p(x).

exemplu poate fi suficient
pentru a demonstra cid aceastd
propozitie este falsa.
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Demonstrarea valorii de adevar
Existd x astfel |se realizeazd prin determinarea
dx, p(x) |incatareloc |unui exemplu. Acesta poate fi
px). chiar ghicit, dar trebuie verificat
cd este convenabil.

Propozitia

P existentiald

1.1.2. Tipuri speciale de rationament

Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implicatie de tipul p — ¢, putem
presupune concluzia p ca fiind falsd si apoi impreund cu ipoteza construim un
rationament care conduce la contradictie.

Metoda inductiei matematice: Se aplicd pentru propozitii universale de forma
Vn2n,, p(n). Se verificd valoarea de adevar a propozitiei obtinute in cazul n=n,, se
presupune ca fiind adeviaratd propozitia obtinutd in cazul n=k si se demonstreaza
valoarea de adevdr a propozitiei obtinute pentru n =4k +1.

1.1.3. Multimi si cardinale

Relatie sau operatie Notatie Definitie
Incluziunea AcB | AcB&(Vxe A= xeB)
Egalitatea A=B A=B& AcBsiBc A
Intersectia AnB | AnB={x|xe AAxe B}
Reuniunea AuB | AUB={x|xe Avxe B}
Diferenta A\B A\B={x|xe Arxe B}
Produsul cartezian AXB AXB:{(a, b)|lae Anbe B}

Teoremi: Orice multime 4 cu » elemente, unde ne N, admite 2" submultimi.
Definitie: Pentru o multime finiti 4 numim cardinalul sdu si notim Card (4)
numarul sdu de elemente.

Proprietati: Sunt adevarate urmétoarele proprietati:

P1. Card (4) = 0 dacd si numai dacd 4 = J;

P2. Daci A c B, atunci Card (B — 4) = Card (B) — Card (4);

P3. Card (4 U B) =Card (4) + Card (B) —Card (4 N B);

P4. Card (4% B) =Card (4) - Card (B).

1.1.4. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numar real x si notdm |x| distanta de la originea
axelor la pozitia numarului pe axa.

Proprietitile modulului:

P1. [x|20, V xe R; P2, =0 & x=0; P3. |x|=|y| & x=1y;
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1. Multimi si elemente de logicd matematic

P4. |x’<c, c>0 xe (—c; o); Ps. ’x‘>c, c>0& xe (05 —c)U(c; o);
x, daci x>0 E(x), dacaE(x)=0 . ;

Pé6. |x|= E(x)|=

|+ {—x,dacﬁx<0 si|E()| {_E(x), daca E(x)< 0’ pentru orice expresie
E(x), xe R;
P7. ’x-y|:|xHy , Vx,yeR; P8. |x” =]x ",V xeR, Vne Z;
po, [ =||i||, VreRyeR; P10 [of-|y|<|rt <]l Vr ye R

Yine|y

Definitie: Numim parte intreagi a numarului real x si notdm [x] cel mai mare numar
intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile partii intregi: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

Pl. [x]=x o xe Z; P2 [x]=keZ o xe [k, k+1);

P3. [m+x]=m+[x],VY me Z, P4. x-1<[x]<x<[x]+].

Definitie: Numim parte fractionari a numarului real x si notim {x} diferenta dintre
numar si partea sa intreaga.

Proprietitile pirtii fractionare: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

PL {x}=0e=xeZ; P2 {x}e[01); P3.{m+x}={x},VmeZ.

1.2. Probleme de initiere

I1.  Determinati numirul de submultimi ale multimii 4 = {a, b, c, d}.

12.  Determinati numirul de submultimi nevide ale multimii 4 = {a, b, c, d, e}.

13.  Reuniunea a doui mul{imi cu cate 20 de elemente fiecare are 30 de elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor dous multimi.

14.  Stabiliti valoarea de adevir a propozitiei: p: (\/5 + 1)2 + ( now. 1)2 eN.

I5.  Fiepropozitiilep: 2+2=5gig:1+2+3+... + 100 = 5050. Precizati valoa-
rea de adevir a propozitiei p v q.

16. Determinati numerele reale a, b daci avem egalitatea de intervale:
[a—b;a+b]=]1;7].

17.  Fied={1,2,3,4,5}. Determinati numirul de elemente ale multimii:
B={xeR|x=mn-1)-n-2)(n-3)+4,ne 4}.

I18.  Determinati intersectia multimilor 4= (L 5) 5i B=(311];

19.  Aritati ci numarul a =2 - [0,(3) + 0,1(6)] este natural.

110. Rezolvati in R ecuatia |x — 2| = 5.
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1.3. Probleme de consolidare

C1.

ca.

3.

C4.

Cs.

Cé.

7.

Cs8.

C9.

c10.

Cci1.
cla.

C13.

c14.

C1s.

C1e.

Fie multimea 4 = {a, b, ¢, d}. Determinati numarul de submultimi ale lui 4
care il contin pe d.

O multime admite 31 de submultimi nevide. Determinati numéarul de elemente
ale acestei multimi.

Doud multimi cu cite 2008 elemente fiecare au 1000 de elemente comune.
Determinati numarul de elemente ale reuniunii lor.

Fie multimea 4 = {1, 2, 3, 4}. Determinati numarul de submultimi care contin
simultan pe 1 si pe 3.

Consideram propozitiile p : 2° > 5% si g : T Precizati valoarea de adevar
a propozitiei p A q.

Determinati elementele multimii {xe Z

i el
2x+1

Determinati toate valorile reale ale numéarului x dacd 2 € (4x —2; 2x + 6).

Elevii unei clase sunt angrenati fiecare intr-o activitate sportiva, 12 la volei, iar

25 la fotbal. Stiind ca 7 dintre ei practica ambele sporturi, determinati numarul
de elevi ai clasei.

Determinati cel mai mare numar natural al multimii A\ B, dacda 4 = [5, 6] si
B=[5,10].

Determinati cite elemente intregi contine multimea 4 U B, unde 4 = (-2, 3) si
B=(0,95).

Ordonati crescator numerele a = 2,010, b =2,0(10) si ¢ = 2,(010).

T s F 4 P
Determinati cardinalul multimii 4 = {xe Z G = Z}
x__
. £ ] 11 ;
Fie numarul rational ; =1, a1ay...a,... .CalculatiP=a; - a, - ... - ayo.
! @ ; 13 ! - Y .
Fie numarul rational z =2, aia...a,... . De céte ori apare cifra 3 printre

cifrele a5 Aoy ks 612004?
e J > 23 .
Se considera numarul rational —5 =0, a1a...a,... . Calculati:

S=a1 +Cl2+ +(lz()()9.

Determinati cardinalul multimii (4 \ B) N Z, unde 4 = (-3, 4], iar B=(1, 5].



1. Multimi si elemente de logicd matematic

C17. 'Fie numerele a' = /98 — J32 R sib=162 + 18 + J72. Calculati
media geometricd a numerelor a si b.

C18. Rezolvati in R ecuatia |1 — 24| = [ + 4.

C19. Demonstrati ci numirul ‘2 —5 } + I3 =L | este numir natural.

C20. Rezolvati in Z ecuatia [3x—2|=11.

* . LT 11

C21 . Calculati = + = , unde [x] si {x} reprezinti partea intreags, respectiv
partea fractionard a numiarului real x.

Cc22". Determinati partea intreagi a numarului a =+/17 .

c23'. Determinati partea fractionar a numarului b =+/25 ++/26 .

C24'. Se considera numiirul 4 = \/ R \/ =1, Demonstrati ci 4 € N.

C25. Aridtatici 4 = . + ; +.t e o e este numir natural.

Jl4+7 - B +B /99 +/100
C26". Demonstrati egalitatea [\B T2 J = [\/Z ++/19 ] , unde [x] reprezinti partea

%

C27

C28

*

C29
C30

. Ardtati ci, pentru orice numdr natural n diferit de zero, fractia

intreagd a numaérului real x.

! .. ¥ e e b " * 3
- Demonstrati prin inductie matematica c3, oricare ar fi n € N, are loc egalita-

n(n+1)
tea: 1+2+3+...+n="-—7=,

. S o 5 O L = “ *
- Demonstrati prin inductie matematici c3, oricare ar fi n» € N , are loc

1 n
A, .. o o .
3.5 (2n—-1)(2n+1) 2n+1

1
egalitatea: = +—

. Demonstrati ci numdrul /5 ++/7 este irational.

este
2n+1

ireductibili.
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1.4. Teste de verificare

A U bW N =

. : 1
3. Se considerd predicatul p(x): 2+
X

Testul 1

- Determinati elementele mulfimii 4 B daci 4=(2003, 2015) si B=(2014, 2016).
. Calculati suma |—3| + |—5| -2.
. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei p: V4 +/36 =64 .
. Cate submultimi ale multimii 4 ={ 2, 345, 6} contin doar numere impare?
. Ordonati crescator numerele a =~/4 — 4, b= Jo-9 sic= J16-16.
’ 2 2
. Demonstrati ¢cd numérul 4= (2 +/5 ) + (2 =B ) este natural.

Testul 2*

. Determinati cel mai mic numar intreg al multimii AN B daca A=(2010, 2016) si

B=(2013, 2020).

. Determinati partea intreagd a numérului x = 8 s 1B /30,

2x

, unde xe N°. Demonstrati ci propozitia

Jxe N, p(x)e N este falsi.

4. Comparati numerele a=>5+3 si b=37.

? . S e :
5. Numarul rational e Laa,a;..qa,... Calculati suma g, +a, + a, +...+ a,,,.

2,

. Demonstrati prin inductie matematicd ci egalitatea 1+2+2%+..+2" =2""1-1

este adevarata pentru orice ne N.

Siruri. Progresii

2.1. Notiuni teoretice .

2.1.1. Siruri
Terminologie:

e Vom nota cu (x, )

o Multimea termenilor girului;

® x, reprezintd al n-lea termen al sirului.
Forme de prezentare:
® Prin enumerarea termenilor, de exemplu sirul 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, ...;

10



2. Siruri. Progresii

2n+1

® Prin formula termenului general, de exemplu sirul X, = 3
n+

y
,ne N';

X =2
® Prin formula de recurents, de exemplu sirul { o
xn+1 = 3xn = 2

2.1.2. Progresii aritmetice
Definitie: Se numeste progresie aritmetici un sir de numere cu proprietatea ci

fiecare termen incepand cu al doilea se obfine din precedentul adunind aceeasi
cantitate constantd numiti ratie.

Proprietiiti: Fie (a,) . o progresie aritmetica cu ratia . Atunci:
Pl. a,,,=a, +r, pentru oricene N*;
P2. a,=a,+(n-1)r, pentru oricene N*;

a +a . %
P3. g, =—=— pentru oricene N*, n>2:
" 2

> )

(a,+a,)n

P4.Daca S, =a +a,+...+a,, atunci S, = -

2.1.3. Progresii geometrice

Definitie: Se numeste progresie geometrici un sir de numere nenule cu proprietatea
cd fiecare termen incepand cu al doilea se obtine din precedentul prin inmultirea cu
aceeasi cantitate constantd numiti rafie.

Proprietiti: Fie (b, )neN* 0 progresie geometricd cu ratia g. Atunci:
P1. b,,, =b,q, pentru oricene N*;

P2. b, =bq"", pentru oricene N*;

P3. b’ =b, b

n

1> pentruoricene N*, n>2;

. : . ba=b
P4.Daca S, =b +b,+..+b, i g#1, atunci S, T
q—

2.2. Probleme de initiere -

: ! 1 T 2n+1 .
11. Fie (xn) . un sir de numere oarecare astfel incit x, =———, pentru orice
neN & 3 1

ne N*. Calculati x,.
12.  Determinati primul termen al progresiei aritmetice ay, am, 13,17,21, ... .
13.  Intr-o progresie aritmetici cu ratia 3, avem a, =2 . Calculati a;.
14. Intro progresie aritmeticd cu ratia 5, avem a, =70 . Calculati a,.

I5.  Intr-o progresie aritmetica cu ratia 4, avem a; =-13. Calculati a,,.

1
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16.
i7.
18.

19.
110.

intr-o progresie aritmeticd cu a, =7, avem a, =25 . Determinati ratia progresiei.
Intr-o progresie geometrica cu ratia —1, avem b =5 . Calculati b, .
Intr-o progresie geometrica cu ratia 2, avem b, =56. Calculati b, .

Intr-o progresie geometricd cu ratia %, avem b, =64 . Calculati b, .

Intr-o progresie aritmetici, avem a, =2 §i a,, =98. Calculati suma:

ata,+a;+..+a,.

2.3. Probleme de consolidare

C1.

C2.

C3.
C4.
Cs.
Cé.
7.
cs.

C9.

C10.
C11.

c12.

C13.

12

! ; . 3n+1 . * .
Fie (xn )neN* un sir astfel incat x, = T pentru orice ne N, Calculati suma

Xt B b,

Fie (x,) .. un sir astfel incat x, =4n -3, pentru orice ne N*. Determinati al

cételea termen al girului este numdrul 37.

Intr-o progresie aritmetica (a,).»1, avem as = 24 si ag = 76. Calculati a;.

intr-o progresie aritmetica (a,).»1, avem a, = 7 si ajo = 15. Calculati ayggg.

Fie (a,)s»1 0 progresie aritmetica de ratie 2, in care as + a4 = 8. Determinati a;.
Stabiliti dacd numarul 2007 apartine progresiei aritmetice 2, 7, 12, 17, ... .
Determinati primul termen al unei progresii geometrice b,,b,, 18, 54, 162, ... .
Intr-o progresie geometrica (a,).s1, cu ratia negativa, avem a, = 3 si a4 = 147.
Determinati as.

Determinati numarul real x, stiind cd numerele 2, x si x + 4 sunt in progresie
aritmetica.

Intr-o progresie geometrica (a,),»1, avem a, =5 si as = 40. Determinati a;.
Intr-o progresie geometrica cu termeni pozitivi, suma primilor doi termeni este
4, iar a urmitorilor doi termeni este 36. Determinati primul termen al
progresiei.

Demonstrati ci, oricare ar fi x € R, numerele x — 1, 2x + 3 si 3x + 7 sunt

termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Determinati numdrul real pozitiv x, stiind ¢d x, 6 i x — 5 sunt in progresie
geometrica.



